
Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ

Ïóñòü n1, n2, . . . , nk � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, à
x1, x2, . . . , xk � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ñðàâ-
íåíèÿ x ≡ x1 (mod n1), x ≡ x2 (mod n2), . . . , x ≡ xk (mod nk).
1. Äâîéíîé ïîäñ÷¼ò. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ÷èñëî x îäíîçíà÷íî

ñ òî÷íîñòüþ äî êðàòíîãî N = n1n2 . . . nk çàäà¼òñÿ íàáîðîì
(x1, x2, . . . , xk) îñòàòêîâ, à ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ îñòàòêîâ ñó-
ùåñòâóåò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ÷èñåë îò 1 äî N .

2. Èíòåðïîëÿöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ÷èñëî x ìîæíî íàéòè

â âèäå x = a1 · N
n1

+ a2 · N
n2

+ . . .+ ak · N
nk
, ãäå a1, a2, . . . , ak �

íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà.

3. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 22025 íà 2025.

4. Â áèáëèîòåêå ëåæàò êíèãè. Èçâåñòíî, ÷òî, åñëè èõ ñâÿçû-
âàòü â ïà÷êè ïî 5 èëè 11 êíèã, òî áóäóò îñòàâàòüñÿ 4 è
6 êíèã, ñîîòâåòñòâåííî, à åñëè èõ ñâÿçûâàòü â ïà÷êè ïî 6
èëè 7 êíèã, òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ îñòàíóòñÿ 3 êíèãè. Íàéäèòå
íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êíèã â áèáëèîòåêå.

5. Ãåíåðàë õî÷åò ïîñòðîèòü äëÿ ïàðàäà ñâîèõ ñîëäàò â îäè-
íàêîâûå êâàäðàòíûå êîëîííû (îäèí ñîëäàò � íå êîëîííà),
íî îí íå çíàåò, ñêîëüêî ñîëäàò îò (1 äî 37) íàõîäèòñÿ â ëà-
çàðåòå. Äîêàæèòå, ÷òî ó ãåíåðàëà ìîæåò áûòü òàêîå êîëè-
÷åñòâî ñîëäàò, ÷òî íåçàâèñèìî îò çàïîëíåííîñòè ëàçàðåòà
îí ñóìååò âûïîëíèòü ñâî¼ íàìåðåíèå.

6. Äàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî c è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè âñåõ n ∈ N óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâîé-
íîìó íåðàâåíñòâó an < an+1 < an + c. Äîêàæèòå, ÷òî ìíî-
æåñòâî P ïðîñòûõ ÷èñåë, íå äåëÿùèõ íè îäèí èç ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an), êîíå÷íî è íàéäèòå íàèáîëüøåå
âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ P.

7. Ñóùåñòâóþò ëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, è d òàêèå, ÷òî
÷èñëà a2 < b3 < c4 < d5 îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ?
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8. Ñóùåñòâóþò ëè 17 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
òàêèõ, ÷òî ëþáîå èç ýòèõ ÷èñåë íå âçàèìíî ïðîñòî ñ õîòÿ
áû îäíèì èç îñòàëüíûõ?

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàéäóòñÿ
n ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íè îäíî èç êîòî-
ðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà.

10. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî bn + n
... an + n äëÿ

âñåõ n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî a = b.

11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàéäóòñÿ
ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà k0, k1, k2, . . .,
kn, á�îëüøèå åäèíèöû, òàêèå, ÷òî ÷èñëî k0k1 . . . kn−1 ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë.

12. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
õðóïêèì, åñëè îíî ñîñòîèò íå ìåíåå, ÷åì èç äâóõ ýëåìåí-
òîâ, è êàæäûé åãî ýëåìåíò èìååò îáùèé ïðîñòîé äåëèòåëü
õîòÿ áû ñ îäíèì èç îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà.
Ïóñòü P (n) = n2+n+1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî b, äëÿ êîòîðîãî íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå a, òàêîå, ÷òî
ìíîæåñòâî {P (a+ 1), P (a+ 2), . . . , P (a+ b)} õðóïêîå.

13. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > 1, äëÿ êîòîðûõ íàé-
äóòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà b1, b2, . . . , bn (íåêîòîðûå èç íèõ
ìîãóò áûòü ðàâíû ìåæäó ñîáîé, íî íå âñå) òàêèå, ÷òî ïðè
âñåõ k ∈ N ïðîèçâåäåíèå (b1+k)(b2+k) . . . (bn+k) ÿâëÿåò-
ñÿ ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. (Îñíîâàíèå è ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè çàâèñÿò îò k è ïðåâûøàþò 1.)

14. Çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà P ∈ Z[n] ïðè âñåõ n ∈ N êðàòíû õîòÿ
áû îäíîìó èç ÷èñåë ìíîæåñòâà {a1, . . . , am}. Äîêàæèòå,
÷òî íàéä¼òñÿ i òàêîé, ÷òî P (n)

... ai ïðè âñåõ n ∈ N.


